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Introduction

Le but de cette note est d’introduire la théorie des représentations complexe d’un groupe
fini G d’un point de vue moderne en centrant 1’étude sur l'algébre de groupe C[G], puis d’ap-
pliquer la théorie de Fourier a I’étude de certaines marches aléatoires sur les groupes finis.

La plupart des résultats démontrés ici sont vrais pour K un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique 0 a la place de C.

I Représentations complexes des groupes finis
I.1 Définitions
Soit G un groupe fini. L'objet central de notre discussion est I’algébre de groupes C[G], définie

de la fagon suivante :
cl6)= P
geG

avec la seule structure de produit qui étend la loi de groupe de G, autrement dit le produit de
g et de h dans C[G] est exactement gh, pour tous g, h € G.



Il s’agit d’'une C-algebre de dimension finie, commutative si et seulement si G est commutatif.
On a un morphisme de groupes injectif naturel :

G — C[G]"

ou A* désigne l’ensemble des éléments inversibles d'une C-algebre A, qui vérifie la propriété
universelle suivante : pour toute C-algébre A et tout morphisme de groupes f : G — AX il
existe un unique morphisme de C-algebres C[G] — A qui étende f.

En termes catégoriques, le foncteur G — C[G] est adjoint a gauche du foncteur A — A*.

Une représentation complexe (de dimension finie) de G peut-étre définie de plusieurs fagons
équivalentes.

Définition 1. Une représentation complexe (de dimension finie) de G est (au choix) :
— Un C[G]-module & gauche de type fini (ou de dimension finie sur C, c’est équivalent).

— Un C-espace vectoriel de dimension finie V muni d’un morphisme de groupes p: G —
GL(V).

— Un C-espace vectoriel de dimension finie V muni d’une action G x V — V linéaire, au
sens ou pour tout ¢ € G, l'application V — V qui envoie x sur gx est C-linéaire.

Ces différents points sont tous équivalents (notez qu'un morphisme G — GL(V) équivaut, par
’adjonction vue précedemment, & un morphisme d’algebres C[G] — L(V), c’est a dire a une
structure de C[G]-module sur V compatible a la structure de C-espace vectoriel).

Souvent, on notera V ou (V, p) une représentation. Un morphisme de représentations f : V —
W est, de fagon équivalente, un morphisme de C[G]-modules ou une application C-linéaire
compatible a 'action de G. Dans la littérature, on appelle aussi cela un “entrelacement” de V
et W.

La catégorie Rep(G, C) des représentations complexes du groupe G est donc équivalente a
la catégorie des C[G]-modules. Dans tout ce texte, on ne considérera que des représentations
de dimension finie et on ne le précisera plus. Cela revient donc a regarder la catégorie des
C[G]-modules de type fini.

Définition 2. Si V est un C[G]-module, on définit V¢ = {x € V | Vg € G gx = x} 'espace des
points fixes de la représentation.

I.2 Opérations sur les représentations
Soit G un groupe fini et V, W deux représentations de G. On peut définir les représentations
suivantes :
— La représentation triviale C (avec l'action g - x = x).
— La représentation réguliere, c’est simplement C[G] vu comme C[G]-module.
— La somme directe V@ W qui est simplement la somme directe comme C[G]-modules.

— Le produit tensoriel V® W qui est le produit tensoriel au dessus de C muni de l’action
g-(v®w)=gv®gw. On prendra garde au fait que ce n’est pas le produit tensoriel de
C[G]-modules (qui d’ailleurs n’a pas vraiment de sens en l’état car ce ne sont pas des
bimodules).

— La représentation Hom(V, W) qui, en tant qu’espace vectoriel est Hom¢(V, W), muni de
’action suivante : pour tout € G, f e Hom(V,W)etxe V,ona:

(gf)(x) = gf (g x).



Encore une fois, cette représentation n’est pas Homg(g)(V, W). En revanche, il est immédiat
de vérifier que :
Homgjg)(V, W) = Hom(V, W)C.

On notera Homg(V, W) cet ensemble : c’est 'ensemble des morphismes de représentations
de V vers W.

— La représentation duale V* = Hom(V,C) avec C la représentation triviale. L’action est
donc donnée par (gf)(x) = f(g ' x).

On peut alors immédiatement vérifier la proposition suivante.

Proposition 3. On a un isomorphisme canonique de représentations de G :
V*®@ W — Hom(V, W)

qui envoie f @w sur v — f(v)w.

Démonstration. C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels et il suffit de voir qu’il est compa-
tible a I’action de G. O

I.3 Représentations irréductibles

Soit G un groupe fini. Une représentation V est irréductible si V = 0 et si V n’a pas d’autre
sous-C[G]-module que 0 et V. On parle aussi de C[G]-module simple.
Le théoréme suivant montre que toute représentation (de dimension finie toujours) est somme
directe de représentations irréductibles.

Théoréme 4. (Maschke) Tout C[G]-module de type fini (i.e. de dimension finie sur C) est semi-
simple, c’est a dire est somme directe de C[G]-modules simples.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout sous-C[G]-module d’un C[G]-module de type fini
admet un supplémentaire qui est un C[G]-module, puis de raisonner par récurrence forte sur
la dimension.

Soit donc V un C[G]-module fini et W un sous-C[G]-module de V. On choisit un produit
scalaire hermitien quelconque sur V, [e, ¢], et on le moyenne via la formule suivante :

1
) =15 ) lgx.gy]

geG

de sorte que (e, e,) est G-invariant et on considere alors I'orthogonal de W pour ce nouveau
produit scalaire. O]

On est donc amenés a étudier en détail les représentations irréductibles, qui sont les briques
de base pour construire toutes les autres représentations. Un des résultats majeurs de la théorie
des représentations est qu’il n’y en a qu’un nombre fini a isomorphisme pres, et que ce nombre
est exactement le nombre ¢(G) de classes de conjugaisons dans G.

Le résultat suivant utilise fondamentalement le fait que C est algébriquement clos.

Lemme 5. (Schur) Soient V et W deux C[G]-modules simples. Tout G-morphisme de V dans
W est soit nul soit un isomorphisme.
De plus :

Homg(V,V)=Cidy.

Démonstration. Le premier point est clair en regardant I'image et le noyau d’un tel morphisme,
qui sont des sous-C[G]-modules, donc soit nul soit tout ’espace. Le second point se montre en
considérant un espace propre du morphisme, qui est aussi un sous-C[G]-module. O]



I.4 Théorie des caractéres et fonctions centrales

L'outil principal de la théorie des représentations sur C est la théorie des caracteres. A
chaque C[G]-module V, on associe un caractére Try, défini par :

Try(g) =Tr(g| V)

qui signifie la trace de ¢ vu comme endomorphisme de V.

Le caractere Try est une fonction G — C invariante par conjugaison, aussi appelée fonction
centrale. On note L?(G) I'espace des fonctions de G dans C et L2(G) le sous-espace des fonctions
centrales.

On munit L?(G) du produit scalaire hermitien suivant :

==Y PRy
Gl
geG
Faisons tout de suite quelques remarques trés simples mais fondamentales.

Remarque 6. L'espace L%(G) est de dimension |G| et L2(G) est de dimension ¢(G) le nombre de
classes de conjugaison de G.
On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

L*(G) — C[G]

qui envoie f sur } . f(g)g- Cet isomorphisme identifie L2(G) au centre de l'algébre C[G] :

L*(G) —— C[G]

I ]

L3(G) —— Z(C[G])

Deux représentations isomorphes ont le méme caractere, puisque siV L W est un isomor-
phisme de représentations, on a pour tout g € G, (g | W)of = f1o(g| V) donc Tr(g | V) = Tr(g |
W).

On dispose des formules suivantes pour V et W des C[G]-modules, qui se vérifient en calculant
avec des bases de Vet W :

Trygw =Try +Tryw  Trygew =Try Tryy Try. = Try.
De l'isomorphisme 3 on déduit alors :
Triom(v,w) = Try Tryy .
Le lemme suivant est crucial.

Lemme 7. (Reynolds) On définit I’élément de Reynolds :

Z(C[G])
=G 5 gez(@g),
geG
Il vérifie la propriété suivante :
Rg=gR=R
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pour tout g € G et c’est un projecteur :
R*=R.

Pour tout C[G]-module V, I'image du projecteur (R | V) est exactement l’espace des points
fixes V.
Ainsi, si V est fini,on a :

Tr(R|V)=dimV©®

autrement dit :
(1, Try) = dim V.

En particulier, si V et W sont deux C[G]-modules, on a :
(Try, Tryy ) = dimHomg(V, W).

Démonstration. Les premiéres propriétés sont faciles a vérifier. Ensuite si Rx est dans I'image
de (R| V), on a pour tout g :
gRx = Rx

car gR = Rdonc Rx € VC, etsiy e VO, alors Ry = p donc Ry est dans I'image de (R | V). Le reste
s’en déduit en calculant la trace du projecteur, et le dernier point vient de :

(Try, Try) = (1, Try Try) = (1, TrHom(v,w)) = dimHom(V, W)© = dimHomg(V, W).

On note G C L2(G) I'ensemble des caractéres de représentations irréductibles de G.

Corollaire 8. (Orthonormalité des caractéres) Deux représentations irréductibles sont isomorphes
si et seulement si elles ont le méme caractere, et l'ensemble G est une famille orthonormée de
L?*(G).

Démonstration. On calcule, pour V et W deux représentations irréductibles de G :
(Try, Tryy) =dimHomg(V, W) = dyw

d’aprés le lemme de Schur 5.
Si V =W, alors les caractéres sont les mémes. Si Try, = Tryy, alors :

ovaw =(Try, Try) = oy=y =1
donc V=W. O

Le corollaire suivant permet d’obtenir, en calculant des produits scalaires, la décomposition
d’un C[G]-module en somme directe d’irréductibles.

Corollaire 9. Soit V un C[G]-module, que I'on décompose ainsi en somme directe d’irréductibles :

VE@W;X

xeG

avec W, un C[G]-module simple de caractére x (unique a isomorphisme pres).
On a alors :

n)( = <X; TI'V>
et en particulier il y a unicité d’une telle décomposition.

On en déduit que deux C[G]-modules finis sont isomorphes si et seulement si ils ont le méme
caractere.



Démonstration. On a :

Try = an)(

X
donc (x’,Try) =}, n,(x’, x) = ny par orthonormalité des caracteres. O

Remarque 10. Notez que le caractére Try sait beaucoup de chose de la représentation V (on
verra plus tard qu’il la détermine a isomorphisme pres). Par exemple, la dimension de V est
Try(1). Ainsi, de fagon générale, on posera pour x € L*(G) :

dim(x) = x(1).

I.5 Théoréme fondamental

Le but de cette partie est d’établir le théoreme fondamental 11 de la théorie des représentations
complexes d’un groupe fini G, qui donne une décomposition de l’algébre C[G] comme produit
d’algebres de matrices et dont un corollaire surprenant est la finitude de G et le calcul exact
de son cardinal.

La premiere étape est de décomposer la représentation réguliere (c’est a dire le C[G]-module
C[G]) en somme d’irréductibles. Pour cela on commence par calculer son caractere :

Treyg)(g) = Tr(g | C[G)).

Or g permute la base G de C[G] donc sa trace est le nombre de points fixes de la permutation
de G associée, c’est a dire |G|si g =1 et 0 sinon :

TrC[G] = |G|51
On en déduit la formule suivante, pour tout f € L*(G) :

(Trepgp f) = f(1).

On utilise alors le corollaire précédent pour calculer les multiplicités :

ny (C[G]) = (x, Trcpgp) = x(1) = dim(x)
en notant dim(x) pour dim(W,) avec W un C[G]-module simple de caractere x.

On a donc: N
clG]= P w, ™
xeG

comme C[G]-modules, avec W, la (a isomorphisme pres) représentation irréductible de ca-
ractere x, ce qui donne d’ailleurs I’égalité suivante :

Gl=) dim(x)”.
xeG

En particulier, il n’y a qu'un nombre fini de représentations irréductibles de G a isomorphisme
pres. On va étre beaucoup plus précis et déterminer ce nombre grace au théoréme suivant.

Théoreme 11. (Théoreme fondamental de la théorie des représentations complexes des groupes finis)
On a un isomorphisme de C-algebres :

n:C[G] = ]_[Hom(WX, W,)
xeG
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donné par g — (g | W, ),. avec W, une représentation irréductible de caractere x. En prenant
les centres, on obtient un isomorphisme :

z(c[G)) =l
d’ou 'on déduit :
6] =c()

est le nombre de classes de conjugaison de G.
De plus, G est une base orthonormale de ’espace L?(G) des fonctions centrales.

Démonstration. Le morphisme 7 est injectif car si 77(x) = 0 avec x € C[G], on a que x agit comme
0 sur chaque Wy, or C[G] est somme directe de W, donc x agit comme 0 dans C[G], donc x-1 =0
etx=0.

11 est surjectif car les deux espaces ont la méme dimension d’apres ce qui précede.

En prenant la dimension des centres on obtient :

G =c()
et donc aengendre L?(G) et en est une base orthonormale. O]

Corollaire 12. Une représentation V est irréductible si et seulement si son caractere Try est
de norme 1.

Démonstration. On décompose V en somme d’irréductibles :
— My
V-
X
et on obtient, par orthonormalité des caracteres :

ITryl® =) n,

X

qui vaut 1 si et seulement si V est irréductible. O

Proposition 13. L'isomorphisme réciproque de # est donné par :

17_1 : ]_[Hom(WX, W,) — C[G]
X

qui a (¢, ) € [, Hom(W,,, W, ) associe :

1
1 (i) = g ) )_ im0 Trg o | Wog.
8€G yeG

Démonstration. Puisque 7 est un isomorphisme, il suffit de vérifier, en notant u I’application
définie dans 1"énoncé, que :
pon =id.

Par linéarité, il suffit de le montrer pour h € G. On a alors :
1 1
h)=— dim(x)Tr(g'h | Wy)g=— ) Tr(g”'h|C[G])g=h
ponl =1z ) ) dim(0)Trlg™h| Wyg =z ) Tr(g™'h| CIGI)g
gerec geG

par le calcul du caractere de la représentation réguliére. O]



On en déduit les formules suivantes.

Proposition 14. (Formules de décalage)
Soient x, 7 € G des caracteres et soient ¢ € Hom(W,, W, ) et p € Hom(W,, W;). On a la formule
suivante :

1 _ Oyt
@g;mg LI W) Tr(gyp | We) = 25 Trlgpip | W),

Notez que Tr(@w) n’a de sens que si x = 7.
Ensuite, pour tous u,v € G,on a:
-1

O
(x(ue),T(ve)) = ——2

= dimp Y

x(u

Démonstration. On va exploiter le fait que 1 o 77! = id. Soit donc ¢ € Hom(W,, W,). On
considére @ la famille dans [[__zHom(W,, W;) qui vaut ¢ en x et 0 ailleurs. De 77 0 n~1 =id,
on tire pour tout 7 :

. 1 . .
S @ = (7 (@) | W)= ﬁZdlm()()Tr(g Lo | Wo)g | W |.
geG

Soit alors ¢ e Hom(W,, W, ), on compose par i et on prend la trace :
! 1 . 1
O Tr(@Y | W) = 1 ) dim(0)Tr(g™! @ | Wy Tr(gyp | We),
geG

Notez que Tr(¢w) n’a de sens que si x = 7.
On en déduit la premiere formule. Pour la seconde, on peut considérer ¢ I'endomorphisme de
multiplication par u sur W, et 1 celui de multiplication par v sur W,, pour obtenir :

1 -1 O
g L8 w)T(gv) = s (o)
geG
Orona x(g7') = x(g) donc :
1 _— )
— -1 — T
|G|g€ZG"(g” (V) = g x()
car x est une fonction centrale. On a donc bien :
Oyt -1
(X(ue),T(ve)) = m)((“ v).

O]

Remarque 15. (Représentations de dimension 1 et cas des groupes abéliens) Remarquons que
toute représentation de dimension 1 de G est irréductible, et elle correspond a un morphisme
G — GL(C) = C*. Ainsi, 'ensemble des représentations de dimension 1 de G s’identifie au
groupe dual de G, Hom(G, C*). De plus, un tel morphisme tue le groupe dérivé D(G) donc se
factorise par 'abélianisé Ab(G) = G/D(G). On peut donc identifier I’ensemble des caracteres
de dimension 1 de G au groupe dual de I’abélianisé de G.

Si maintenant G est commutatif, toute représentation irréductible V de G est de dimension 1
car il existe un vecteur propre a tout G puisque les éléments de G agissant sur V sont codia-
gonalisables (ils sont d’ordre fini et ils commutent deux a deux). Ainsi G s’identifie au dual de
G.



Il est tres facile de décrire 'ensemble des caracteres irréductibles d’un produit direct.

Proposition 16. (Dual d’un produit direct) Soient G et H deux groupes finis. On a :
C[GxH]|=C[G]®C[H]

avec le produit défini par (x®p)(x’ ®y’) = xx" ®py’.
De plus on a une bijection :

via VW « (V,W).
Démonstration. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels :
C[G]®C[H] — C[G x H]

via g® h +— (g, h) car il envoie une base sur une base. Il suffit alors de vérifier qu’il est multi-
plicatif, ce qui est clair. Pour chaque x, T caracteres irréductibles de G et H respectivement, on
choisit V, une représentation de G de caractére x et W, une représentation de H de caractere
T et on peut former la représentation V, ® W, et voir que, si x ® T désigne son caractere, on a :

x®t(g,h)=x(g)t(h).

On en déduit immédiatement que ces caractéres forment une base orthonormée de L2(G x H)
car ¢(Gx H) =¢(G) xc(H), avec ¢(G) le nombre de classes de conjugaison de G.
O

I.6 Table de caractéres

Soit G un groupe fini. Bien souvent, une fagon de comprendre le groupe G est d’établir la
liste de ses représentations irréductibles. Puisqu’il y a autant de caracteres irréductibles que
de classes de conjugaison (par 11), on est amenés a remplir un tableau carré de taille ¢(G) par
¢(G), avec chaque ligne indexée par un caractere et chaque colonne par une classe de conjugai-
son. Les entrées du tableau sont alors les x(c) avec x € Getce C(G) une classe de conjugaison
(C(G) est I'ensemble des classes de conjugaison de G). Notez que x(c) est bien défini car x est
une fonction centrale.

Les remarques suivantes permettent de remplir la table de caractére quand il ne manque
qu’une colonne ou qu’une seule ligne.

Remarque 17. Pour tous x, € G, on a (x, ) = Oy, ce qui signifie que :

D ldx(eple) = 8,416

ceC(G)

et donne des relations d’orthogonalité pour les lignes de la table. En particulier, avec x =1 et

Y # 1, on obtient que :
Y Idw(e)=1GI.
ceC(G)

Considérons alors la matrice suivante, carrée de taille ¢(G) :

M)(,c = ﬂ %X(C)'
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Par ce qui précéde, M est une matrice unitaire (au sens ou M*M = id) et donc sa transposée est
aussi unitaire. On en déduit la relation suivante pour toutes classes c¢,d € C(G) :

Y Velldix(€)x (@) = |Gl 64
x€G

En particulier,on a:

2 _ |Gl
)_leto =2

xeG

Notez qu’avec ¢ = 1 on retrouve que :
) dim(x)* =[]
xeG
ce qui restreint fortement les dimensions possibles des représentations irréductibles de G.
Le théoréeme suivant permet de restreindre encore plus les dimensions possibles.

Théoréme 18. (Propriété d’intégralité) Pour tout x € 6, on a la relation de divisibilité suivante :
dim(x) [|Gl.

Démonstration. On part de 'identité (x, x) =1, qui s’écrit :

Gl=) Ix(g)P.

geG

Notons C(G) I’ensemble des classes de conjugaison de G. Puisque x est centrale, on a aussi :

Gl= ) lel-lx()P.

ceC(G)

On pose alors, pour toute classe de conjugaison c :

a.=) geZ(Z[G))

gec

qui est dans le centre de Z[G]. L'anneau Z(Z[G]) est fini sur Z donc a, est entier sur Z. Ainsi
(ac | Wy) est un élément de Z(Hom(W,, W, )) entier sur Z, donc c’est une homothétie de rapport
x(a.)/dim(x) entier sur Z. On a donc montré que :

— x(g) _ x(©@)d =
Aei= g;dim(x) = dim(y) <&

On a L
Gl= ) dim(x)x()A
ceC(G)
On a donc: Gl
—_— = _/\ ZNnQ=27
dim(x) Z x(c)Ac € Q
ceC(G)
ce qui conclut. O]
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Exemple 19. Si G est abélien, les caracteéres irréductibles de G forment le groupe G des mor-
phismes de G vers C* et les classes de conjugaison sont exactement les éléments de G, donc il
est facile de remplir la table de caracteres.

Si G est cyclique de générateur t d’ordre n > 1, les caracteres de G sont les x,, pour w € U,
donnés par x,(t) = w, et la table consiste en les Xo(tF) = k.
Notons qu’on a :

Hom(G x H,C*) = Hom(G, C*) x Hom(H,C*)

et comme tout groupe abélien fini est produit direct de groupes cycliques et tout groupe cy-
clique est isomorphe a son dual, on a aussi que tout groupe abélien fini est isomorphe a son
dual (de fagcon non-canonique a priori).

Exemple 20. (Table de caracteres de Hg) Considérons le groupe quaternionique Hg dont les huit
éléments sont +1,+i,+j,+k avec:

Les classes de conjugaison sont les suivantes :
— La classe triviale notée 1.
— La classe avec seulement —1, notée —1 (il engendre le centre du groupe).
— La classe de +i, notée I.
— La classe de +j, notée .
— La classe de +k, notée K.

L’abélianisé de Hg est Hg/(~1) = (i,j) = (Z/2Z)?. 1l y a donc 4 caracteres irréductibles de di-
mension 1 et le dernier doit étre de dimension 2 pour avoir :

) dim(x)? = |H|.
X

Notons 1 le caractere trivial, a, §, af les trois autres caracteres de Ab(Hg), et x le caractere de
dimension 2. Les quatre premieres lignes sont automatiques a remplir puisqu’on peut décrire
explicitement 1,a, §,a. La derniere s’obtient par la remarque 17.

1 -1 1 ] K
1 [1 1 1 1 1
a |11 -1 1 -1
g l1 1 1 -1 -1
ap |1 1 -1 -1 1
x |2 20 0 0

Exemple 21. (Table de caracteres de D) Considérons le groupe dihédral D, des symétries du
carré, engendré par la rotation r et la réflexion f avec les relations :

4_ 2 2
A== (=1
Il a un sous-groupe distingué d’ordre 4, engendré par r, qui est d’indice 2 et donc |[Dy4| = 8. Les
classes de conjugaison sont les suivantes :
— La classe triviale notée 1.

— La classe avec seulement 72, notée 2.
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— La classe avec r et !, notée R.
— Laclasse avec f et rfr~!, notée F.
— La classe avec fret rf, notée FR.

L’abélianisé de Dy est Dy/(r?)y = (r,f) = (Z/2Z)?. 1l y a donc 4 caractéres irréductibles de
dimension 1 et le dernier doit étre de dimension 2 pour avoir :

) dim(x) = |Dy.
X

On peut d’ailleurs facilement décrire ce dernier caractére x : c’est le caractére de la représentation
de Dy agissant sur C? (par rotations et réflexions).

I1 est clair qu’on est dans la méme situation que dans I’exemple 20 et qu’on a donc la méme
table de caracteéres (avec des noms différents) :

2

1 r F FR
1 [1 1 1 1 1
a |11 -1 1 -1
g1 1 1 -1 -1
ap |1 1 -1 -1 1
x |2 =20 0 0

On remarque que les groupes Hg et Dy ont la méme table de caracteres. Pourtant, ils ne
sont pas isomorphes car ils n‘ont pas le méme nombre d’éléments d’ordre 4. Ceci entraine en
particulier qu’ils ont la méme algebre de groupes :

C[Hg] = C[Dy4]

car l'algebre de groupes est entiérement déterminée, d’apres 11 par la dimension des représentations
irréductibles. La réciproque est fausse, par exemple deux groupes abéliens de méme cardinal

n ont la méme algebre de groupe C" mais pas nécessairement la méme table de caracteres (voir
Z/AZ et (Z/2Z)? par exemple).

Définition 22. Deux groupes G et H sont matriciellement équivalents si C[G] = C[H].

D’apres l'isomorphisme fondamental 11, ceci revient a dire qu’ils ont les mémes dimensions
de représentations irréductibles. Notez qu’on ne demande pas que I'isomorphisme vienne d’un
morphisme de G — H : si c’était le cas, ce morphisme serait injectif donc serait un isomor-
phisme.

Si deux groupes G et H sont matriciellement équivalents via un isomorphisme fixé C[G] —
C[H], il y a une bijection canonique entre les représentations irréductibles a isomorphisme

prés de G et celles de H (car ce sont les C[G]-modules simples) et donc entre G et H mais ca

ne suffit pas a dire que les tables de caractéres sont les mémes.

De ce qui préceéde, on a que Hg et Dy sont matriciellement équivalents, et qu’en fait deux

groupes abéliens sont matriciellement équivalents si et seulement si ils ont le méme cardinal.

La dénomination "matriciellement équivalents” s’explique par la caractérisation suivante.

Proposition 23. Deux groupes finis G et H sont matriciellement équivalents si et seulement
|G| = |[H| = n et si il existe Mgcg ey une matrice carrée de taille 1, Njep gec une matrice carrée
de taille n, avec :

MN =1
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au sens ou :

ZMghNhk =0gk
T

pour tous g,k € G, et avec de plus la condition suivante pour tout g€ Get h,h’ € H :

Mg ppw = ZM My -
xy=g

Démonstration. C’est immédiat en traduisant la condition ¢~ (hh’) = @~ (h)p~!(h’) sur la ma-
trice de ¢. O

Mentionnons ensuite d’autres manieres de produire des représentations (irréductibles) a
partir d’autres et donc de remplir la table de caracteres.
Premiérement, si xy € G et si a est un caractére de dimension 1, alors ya est le caractére de la
représentation W, ® W, et il est irréductible car :

lxall=1

puisque « est a valeurs dans le cercle unité. Ainsi, on peut toujours multiplier une ligne par
une ligne qui correspond a un caractere de dimension 1 et obtenir une nouvelle ligne de la
table de caracteres (sauf si on l’avait déja obtenue avant).

Une autre idée est de faire agir le groupe de Galois absolu. Pour éviter de parler des automor-
phismes de C, on va noter que toute la théorie que l'on a faite s’applique a n’importe quel
corps de caractéristique 0 (pour pouvoir moyenner sur tout le groupe) algébriquement clos
(pour avoir le lemme de Schur) et donc qu’on aurait aussi pu classifier les représentations a
coefficients dans Q le corps des nombres algébriques. On obtient exactement les mémes tables
de caracteres (car on sait qu’il y a ¢(G) représentations irréductibles, qu’elles soient complexes
ou algébriques, et le caractére d’une représentation est a valeurs dans Q car les valeurs propres
des éléments de G sont des racines de 1'unité).

On obtient alors une action de Gal(@/Q) sur G : si X € G, on trouve une représentation
py:G— GLdimm(@) qui lui correspond et on pose, pour ¢ € Gal(Q/Q), 07(8) = a(py(g))-
I1 lui correspond alors le caractére x“ défini par:

x7(g)=0o(x(g)):

Comme les valeurs propres de g sont des racines de l'unité, si o € Gal(Q/Q?) avec Q% la
plus grande extension abélienne de Q contenue dans QQ, on a x° = x. On a donc une action de
Gal(Q/Q)?® sur G.

Remarque 24. Soit V une représentation de G de caractére xy = Try. On définit le noyau de V/,
noté Ker(x), comme le noyau du morphisme associé a la représentation : G — GL(V).
Ce noyau peut se lire sur le caractere x de la fagon suivante :

Ker(x)={g € G| x(g) = dim(x)}.

En effet, si g € G, g est d’ordre fini donc 'endomorphisme de V associé, (g | V), est diagonali-
sable et ses valeurs propres comme endomorphisme de V sont de module 1 eton a:

(gl V)=idy < Spec(g|V)={1} & Tr(g|V)=dimV

par le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire.
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1.7 Projecteurs et composantes isotypiques

Parlons maintenant des composantes isotypiques d’'un C[G]-module. De l'isomorphisme
fondamental :

C[G] = I_lHom(WX, W,)
X
on déduit une équivalence de catégories :

C[G] -Mod ~ ]_[Hom(WX, W, ) - Mod
X

dont la réciproque est donnée par (V,), EBX V, (c’est un principe général que AxB—Mod =
A —Mod xB —Mod).

Le sens direct s’explicite de la fagon suivante : pour tout x on a un élément 7, dont 'image
par 1 dans [ [, Hom(W,, W) est O en 7 = x etidy, _en = x.

Cet élément s’appelle le projecteur isotypique sur x et le foncteur C[G]-Mod =[], Hom(W,, W, )-
Mod envoie un C[G]-module V sur la famille des :

Vx = T(XV.

V=P,V
X

Si V est fini, on peut le décomposer en somme d’irréductibles :
~ My
v=PHwy
X

eton a alors 7, V = W,*, ce qui est clair en inspectant 7(,).
Ainsi 7t, V donne la composante en puissance de W, dans la somme directe.
On peut décrire explicitement 77, grace a 13.

Ainsion a:

Lemme 25. (Expression du projecteur isotypique) On a :

) _x(g)geClGl

geG

o dim(x)
SETe

On en déduit qu’un élément x € V est dans la composante V, si et seulement si :

dim(x) v——
= g;x(g)gx—x-

Pour les caracteres de dimension 1, il existe une description tres simple.

Proposition 26. (Composante isotypique d’un caractere de dimension 1) Soit V un C[G]-module
et x un caractére de V de dimension 1. On a:

Vy={xeV|V¥geGgx=x(g)x}

Démonstration. L'inclusion de droite a gauche est facile par le lemme 25.
La deuxieme inclusion s’obtient en remarquant que :

1 —_— 1 _—
87 = gy )_xhgh =5 ) x(g7 hh = x(g)7y
heG h
car x est de dimension 1, donc multiplicatif. O
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I.8 Anneau des caractéres

Soit G un groupe fini. On note Z[G] le sous-anneau de L2(G) (pour le produit usuel des
fonctions sur G) engendré par les éléments de G. Puisque G est stable par produit (car le
produit tensoriel de deux représentations de dimension 1 est une représentation de dimension
1, encore irréductible), Z[G] a pour Z-base les éléments de G:

z[Gl=Pzx

xeG

C’est I'anneau des caracteres de G, et ses éléments s’appellent des caractéres virtuels (tout ca-
ractere virtuel est la différence de deux caracteres de représentations de G).

II Théorie de Fourier sur les groupes finis

Le but de cette partie est d’expliquer comment construire une théorie de Fourier sur un
groupe fini G. Il est possible de construire deux théories de Fourier, une plus générale que
l'autre : une qui porte sur les fonctions sur G (appelée théorie de Fourier non-commutative) et
une qui porte seulement sur les fonctions centrales sur G (théorie de Fourier commmutative).
Notez que si G est abélien, ces deux théories sont exactement les mémes.

II.1 Théorie de Fourier non-commutative

Soit G un groupe fini. On veut construire une théorie de Fourier pour les fonctions sur G.
Pour cela, on commence par choisir un systeme de représentations irréductibles unitaires, au
sens suivant.

Dans la suite, la notation U(n) désigne le groupe des matrices unitaires de taille n a coefficients
complexes.

Définition 27. Un systéme de représentations unitaires de G est la donnée, pour chaque x € G,
d’un morphisme de groupes p, : G — U(dim(x)) tel que la représentation associée soit de
caractere . Ainsi,on a:

Px(8) = P)((g_l)

ou * est la notation pour la matrice adjointe (transposée de la conjuguée complexe).
Proposition 28. Il existe un systéme de représentations unitaires.

Démonstration. Pour chaque x € G, prenons W, une représentation irréductible de caractere
X et munissons la d’un produit scalaire G-invariant, comme dans la preuve du théoréme de
Maschke 4.

Les éléments de G agissent alors comme des isométries pour ce produit scalaire, et il suffit de
choisir une base orthonormée. O]

On fixe dans la suite un tel systéeme de représentations unitaires. On définit O(G) comme la
C-algebre (éventuellement non-commutative) nxe(?Mdim()()(C)' On verra les éléments de cet

anneau comme des fonctions définies sur G a valeurs dans des espaces de matrices:sia € O(G)
et x € G, on note a(x) € Myim(y)(C) la valeur en x de a.
On utilise alors I'isomorphisme 7 du théoreme 11 :

L%(G) = C[G] = HMdim(X)(C) = 0(G).
X

15



Cet isomorphisme envoie f € L2(G) sur f qui est définie ainsi :

= Zf(g)Px(g) € Mgim(y)(C).

geG

Cette formule sera notre définition de la transformée de Fourier (non-commutative) de f. Il
existe des dizaines d’autres conventions, mais on choisira celle-ci car elle donne des formules
simples pour la convolution.

Définition 29. (Convolution dans L?(G)) De I'isomorphisme L'G) = C[G], on peut munir L?(G)
d’une unique structure d’algébre qui fait de cet isomorphisme un isomorphisme d’algebres :

uev(g)= ) ulxp(y) =) ulxpx"g).

xy=g¢ xeG

Ainsi I'algebre (L?(G),*) est isomorphe a C[G] et comme Z(C[G]) est une sous-algébre de C[G],
L2(G) est stable par convolution.

Par construction, on a les formules suivantes.

Proposition 30. Pour tous u,v € L?>(G),on a :

UV =U-7.

<

En particulier, pour tout n >0 :

uh =

o

On peut aussi définir un produit scalaire sur O(G), via la formule suivante :

(a,B) = znm*(x)/f(x))di"é"(;‘).

xeG

Ce produit scalaire est défini de telle sorte que la transformée de Fourier soit une isométrie.
En effet, on a pour tous f,g € L*(G) :

G =Y T(F 0z T2 = Y Fgr) Tr(p, (o, () L)

x€G |G|2 %,Y€G yeG |G|2
- ng(y)x(x‘ly)dlm(f !
x,yereé‘ |G|
:é ng(y)Trq 1(x')
x,9€G
- G ) _T@g()=(.8)
xeG

en utilisant que }_, dim(x)x = Trc[g) ou C[G] est la représentation réguliére de G. On en déduit

la formule de Plancherel : d ( )
~ im

FIP =) Tr(F(0fx :
T GI?

De la description explicite de I'isomorphisme inverse 7! 13 une formule de transformée de
Fourier inverse.
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Proposition 31. Pour tout a € O(G), on pose :
v < 1 . %
@) =G a) = 1 ) dim(0) Tr(py (x)"a(x)
xeG

avec 0, la fonction indicatrice de {x}.
L’application e est alors la bijection réciproque de’s.

Démonstration. On peut soit le prouver en partant de 13, soit se dire que si & désigne la
réciproque de’s, on a: _
d(x) =1Gl(0x, d) = |G|{ox, ).

La proposition suivante est facile a vérifier.

Proposition 32. On note i : G —> G l'application x +> x~!. On a alors, pour tout f € L*(G):

(f)y=foi.

De plus, pour tous a, 8,7 € O(G),on a:

(aB,yy=(B,ay)

et de facon duale, pour tous f,g,h € L>(G)on a:

(f*ghy=(g foi*h).

En appliquant cette formule a f = 0,, on obtient :

(Ox *g,h) = (g, Ox-1 % h).

Notez que J, * e est un opérateur de translation sur L?(G).

II.2 Théorie de Fourier pour les fonctions centrales

On va adapter la théorie précédente au cas des fonctions centrales. Notez qu’il est possible
de démontrer les résultats de cette partie sans faire appel a la précédente, simplement en
partant du fait que G forme une base orthonormale de L?(G) (voir 11).

Soit donc G un groupe fini. On définit L?(G) comme l’espace des fonctions de G dans C, que
I'on munit du produit de fonctions terme a terme. On peut alors voir L%(G) comme le centre

—

de l'algebre O(G) (voir la partie précédente) puisque :

2(06) = | |2Maim)(© =] |C=1%G)
X

xeG

en identifiant une matrice d’homothétie de rapport A avec le scalaire A. _
On munit alors L?(G) € O(G) du produit scalaire induit, c’est & dire que pour tous a, § € L(G)

ona:
dim(y)

IG|?

(@Y= Tr((a(x)id)B(x)id)
X
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ce qui donne apres simplification :

dim(x)?

(@ py=") alx)px) o

X

En munissant L?(G) du produit de convolution, on a alors des isomorphismes d’algébres :

L2(G) — C[G] L 0(G)

et la composée de ces isomorphismes est la transformée de Fourier non-commutative, qui est
une isométrie. En prenant le centre de ces algebres, on obtient des isomorphismes d’algebes
commutatives :

L3(G) — Z(C[G]) — L*(G).

On laisse en exercice le fait que L2(G) est le centre de L?(G) pour la convolution.
La composée est alors un isomorphisme d’algebres et une isométrie pour les produits scalaires
induits, et on I'appelle transformée de Fourier commutative. On la note’s et on note son inverse

Résumons ses propriétés.

Théoréme 33. Soit f € L2(G). On a:

(x)
0=) fOg 5

xeG

On a naturellement f/*\g = ]?:g\et ]7:‘7’ = (]?)” La transformée de Fourier inverse est donnée, pour

tout a € LZ(E) par:
d(x) = % ) dim(xa(oT(r.

xeG

On dispose aussi d’une formule de Plancherel :

1P = 3 [Fix ) dlfélz

Démonstration. On la laisse au lecteur, ce sont simplement des cas particuliers des formules de
la partie précédente. Il est tout a fait possible d’essayer de les démontrer directement d’ailleurs.
O

Remarque 34. Encore une fois, il existe de nombreuses conventions, on a choisi celle-ci parce
qu’elle est compatible avec la théorie non-commutative et parce qu’elle donne des formules
tres simples pour la convention. Elle est aussi agréable du point de vue probabiliste comme on
le verra dans la partie sur les marches aléatoires. Une convention plus utilisée est f()() =(xf)
de facon a avoir f =} f()())( pour la transformée inverse.

II.3 Principe d’incertitude de Donoho-Stark

Soit G un groupe fini et f € L?(G). On appelle support de f, noté Supp(f), 'ensemble des
x € G tels que f(x) # 0 et de méme on définit le support de f comme l'ensemble des x € G tels

que f(x) =0

Le principe d’incertitude en théorie de Fourier stipule que si f a un petit support, alors f a un
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grand support, et inversement.

Remarquons qu’on a les cas extrémes suivants : si f = o, (support réduit a un point), alors
f(x) = py(x) # 0 (car c’est une matrice inversible) donc Supp(f) = G, et si f =1 (support G),
alors ]7()() =2 Px(x) =py(R) avec R =}  ;x € C[G] I'élément de Reynolds, de sorte que ]7()()
est la projection sur I'espace des points fixes de la représentation C4™(X), et par irréductibilité,
cet espace de points fixes est 0 sauf si x est la représentation triviale, donc f()() = 0,1 1d.

Ce principe peut prendre la forme de la jolie inégalité suivante :

Théoréme 35. (Principe d’incertitude de Donoho-Stark) Notons dg le maximum des dimensions
des représentations irréductibles de G (en particulier dg | |G| d’aprés 18). Soit f € L?(G) une
fonction non nulle. On a:

|G|
Supp f|x |Supp f] > 7
G
Notons que la constante d vaut 1 si et seulement si G est abélien.

Démonstration. On définit une norme infinie sur L?(G) et une norme infinie sur 0(6), toutes

deux notées ||o||, et définies de la facon suivante. Pour u € L?(G) on pose :

llilloo = suplf (x)
xeG

Pour a € O(E), on pose :

lell = sup Tr(a(x)a(x))
xeG

c’est a dire le maximum des normes de Frobenius des a(x).
On peut alors écrire :
Z f Jpx(x

xeSupp(f

Iflo< ) If®IVAG <Iifll ISupp(f)Vc.

x€Supp(f)

On adonc:

car la norme de Frobenius de p,(x) est 4/dim(x) puisque p,(x) est unitaire.
Ecrivons maintenant la transformee de Fourier inverse 31 :

f(x):|1E| Z dim(x) Tr(p, (x f

xeSupp(f)

donc par Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire hermitien A, B +— Tr(A*B) :

upp 3/2
i1, < 2P 7y

En rassemblant les deux inégalités et en utilisant que f # 0, on en déduit :

|G|
|Supp f| x [Supp f] > ViR
G
0

Si f est centrale, fet font le méme support donc on a immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 36. Soit f € L2(G) une fonction centrale non-nulle, on a aussi :

|Supp f|x ‘Suppﬂ |_é
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IIT Marches aléatoires sur les groupes finis

II1.1 Généralités

Soit G un groupe fini. Une loi de probabilité sur G est une fonction p € L?(G) qui vérifie
Y wecP(x) =1etp>0.0n peut interpréter la transformée de Fourier de p de fagon probabiliste.

Lemme 37. Soit X une variable aléatoire sur G de loi p. On a:

P(x) = B(py (X)).

Démonstration. En effet :

P(X)= ) p(x)py(x) = E(py(x)).

xeG

O

Une marche aléatoire sur G de loi p est la donnée d’une suite X;, X,,... de variables aléatoires
indépendantes de méme loi p. Le n-éme pas de la marche est défini par:

Sn - Xan—l .o 'Xl

avec Sy = 1 par convention. On note p, € L?(G) la loi de p. On a alors :

*1

Pn=p
En effet, par indépendance :
*Vl(

pu@= Y plxa)...plx) =p™(a).

XpXp_1...X1=0a

Notons que p* = 01, est le neutre pour la convolution, et c’est bien py.
On en déduit la formule suivante pour la transformée de Fourier de p,, :

pu=(p)".
La transformée de Fourier inverse donne alors :
1
=— ) di T X))
pul¥) = 15 ) dim(0) Tr(p(¥)P)")
xeG
On peut généraliser cette formule ainsi. On note X une variable aléatoire de loi p.
Proposition 38. Soit f € L?(G). On a:
1 ~
E(f(Sy) =— ) di Tr((p(x)") .
(FS) =15 XZE im () Tr ((PUx)")* F(x))

Démonstration. On a :

1 . oy
fo=1g Zdlm<x>Tr<px<x> Fx)

xeG

donc :

1 ) " *
8= Zdlmmn(px(xl) e (X F (X)),

xeG
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donc par indépendance :
1 "~
E(f(S,)=—= ) di Tr(E X)*
(FS) =15 2_dim(0) T (B(py (X)) flx))
xeG
et on conclut avec le lemme 37. O]

Remarque 39. On ne retrouve pas exactement la formule précédente pour f = 0,, on obtient
sa conjuguée mais comme une probabilité est réelle c’est bien la méme chose.

Dans ce qui précede, on a utilisé le lemme suivant.

Lemme 40. Soient A et B deux matrices aléatoires indépendantes (sur un univers fini) telles
que le produit AB a du sens. Alors :

[E(AB) = [E(A)E(B).

Démonstration. On a :

E(AB);j = E((AB);j) = E = ) _E(Ai)E(By)

k

ZAikBkj
k

ce qui donne la formule voulue. O

Proposition 41. La marche aléatoire X va partout ou elle a le droit d’aller, au sens ou :

U Supp Sy = (Supp X)
N>0

ou Supp désigne le support de la loi d'une variable aléatoire et (e) est la notation pour ”sous-
groupe engendré”. Ce sous-groupe est appelé groupe engendré par la marche X.

Démonstration. L'inclusion de gauche a droite est claire. Ensuite, on a Supp X C [ JysqSupp Sy,
et il suffit donc de montrer que cette réunion est un groupe : elle contient le neutre (prendre
N = 0) et elle est stable par produit puisque si la marche peut aller en a en k étapes et en b
en ¢ étapes avec des probabilités non nulles, alors elle peut, par indépendance des X;, aller en
ba en k + ¢ étapes avec probabilité non nulle. Il n’y a pas besoin de vérifier que c’est stable par
inverse puisque G est fini. O

On dit que la marche aléatoire engendre G si le groupe engendré par la marche est G.

II1.2 Valeurs propres de la transformée de Fourier de p et caracteres critiques

On considere une loi de probabilité p sur un groupe fini G et X une variable aléatoire de
loi p. On suppose que la marche aléatoire associée engendre G, autrement dit que le support
de p engendre G. On note ||e|| la norme d’opérateur sur M,,(C) associée a la norme euclidienne
sur C". Par le lemme 37,0n a:

POl < 1

car p,(X) est unitaire donc de norme 1. Ainsi le rayon spectral de p(x) est inférieur ou égal a
1:

Spec(p(x)) Sz ]zl < 1}.
Définition 42. Un caractére x € G est critique (pour la marche aléatoire de loi p) si le rayon
spectral de p(x) vaut 1.
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La proposition suivante est fondamentale.

Proposition 43. (Caractérisation des caracteres critiques) Soit x € G. Cest un caractére critique
si et seulement si x est de dimension 1 et pour tout g € Supp(p) on a p,(g) = A pour un certain
A de module 1 (autrement dit p,(X) = A presque stirement).

En particulier, si x # 1, alors 1 n’est pas valeur propre de p(x) et donc 1 —p(x) est inversible.

Cet unique A est la valeur critique de x. Les caracteres critiques sont donc constants sur le
support.

Remarque 44. Notez que si p(1) > 0, alors la seule valeur critique possible est 1 et donc le seul
caractere critique est le caractére trivial.

Démonstration. Supposons que p(x) possede une valeur propre A de module 1 associée a un
vecteur propre u € C4™X) ynitaire. On a donc :

E(p, (X)u) = Au

et donc :
1= [[Aul| = |[E(p, (X)u)|| < E(||p (X)u|) = B(ul) =1

donc on est dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire pour une norme euclidienne et les
P (X)u est presque sirement sur la demi-droite portée par Au, et comme ils sont de norme 1 :

P (X)u = Au

presque stirement. Ainsi, pour tout ¢ dans le support de p on a p,(g)u = Au donc le sous-
groupe de G qui stabilise Vect(u) contient le support de p, et puisque p engendre G, on en
déduit que Vect(u) est stable par G.

Or p, est une représentation irréductible donc ceci entraine qu’elle est de dimension 1.

On peut donc supposer u = 1 et en déduire que pour tout g € Supp(p) :

0,(8) = A

La réciproque est claire. Si A = 1, on obtient que le support de p agit trivialement donc G agit
trivialement donc x = 1. O

Proposition 45. Les caracteres critiques pour p forment un sous-groupe cyclique I' de Hom(G, C*).
Le cardinal de ce groupe est appelé ordre critique de la marche aléatoire. De plus, un caractere
critique est entierement déterminé par sa valeur critique.

Si k est l'ordre critique de la marche aléatoire, on a une réunion disjointe :

x—1
|_| Supp(pi) € G
i=0

avec toujours p; = p*’. On a d’ailleurs I'inégalité suivante :

k < |Supp(p)| 2

avec dg la dimension de la plus grande représentation irréductible de G.
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Démonstration. Il est clair que les caracteéres critiques forment un sous-groupe de Hom(G, C*)
car ce sont les caracteres de dimension 1 constants sur le support de p. On a alors un mor-
phisme :

r—cC*

qui envoie x sur sa valeur critique (valeur sur le support de p). Ce morphisme est injectif car
le support de p engendre G, et un sous-groupe fini de C* est cyclique donc I est cyclique.
Ensuite, prenons x un générateur de I' et notons A sa valeur critique, qui est donc une racine
primitive x-éme de 1’unité. Ainsi x vaut 1 sur Supp(py), A sur Supp(p), A% sur Supp(p,) et ainsi
de suite, et comme les valeurs 1, A,..., A1 sont distinctes, ces ensembles doivent étre disjoints.
On en déduit :

x—1
Y _ISupp(pi)l <IG
i=0

et en appliquant I'inégalité de Donoho-Stark 35 on obtient :

x—1

G
|G| > ZZ|—|~
= 45 ISupp(pi)|
et on sait que p; = (p)' donc Supp(p;) C Supp(p) et donc :

. G|
3
dc|Supp(p)|

d’ou I'inégalité annoncée. O]

Gl =

Remarque 46. Notons que :
x| pged{k > 1| px(1) > 0}.

En effet, si pi(1) > 0, il existe xq,...,xx € Supp(p) qui vérifient x;...x; = 1 et donc pour tout
x €T de valeur critique A on a AR = x(x)... x(xx) = 1 et donc « | k.

On peut se demander si il y a égalité entre « et pgcd{k > 1| px(1) > 0}, mais c’est faux : voici un
exemple qui je pense est minimal, on prend G = U, et une loi p de support {Cy4,Cs} avec
Cy4 d’ordre 4 et Cg d’ordre 6. Ici, le pgcd des temps de retour (la deuxieme quantité) vaut
pgcd(4,6) = 2 alors que « vaut 1 car le seul caractére d’ordre 2 n’est pas constant sur le support.

Remarque 47. Dans le cas ou il y a un deux éléments inverses 1’'un de I'autre dans le support
de p, l'ordre critique vaut 1 ou 2.

On verra que les caracteres critiques interviennent différemment dans les calculs.
Le lemme suivant sera tres utile dans la suite.

Lemme 48. Soit A € M;(C) une matrice de rayon spectral R. On a alors :
A" = O(Rnnd—l)
quand #n tend vers 'infini, et en particulier pour tout r > Ron a A" = O(r").

Démonstration. Utiliser la décomposition de Dunford-Jordan. O]
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II1.3 Fréquence de passages en un point

On considére une marche aléatoire S,, de loi p sur un groupe fini G qui engendre G au sens
ou le sous-groupe engendré par la marche est G. Pour a € G, on pose :

1 n—1
7D Ls
k=0

qui est la fréquence de passage de la marche aléatoire au point a apres le n — 1-éme pas. On
pose alors :

la fréquence moyenne de passage ena. Ona:

ka 2] 2 dimi) Tr[px >Zl Plx >].

La contribution de x =1 a cette somme est | j et donc on peut écrire :

G L

x=1

1 n—-1 N
Vyu(a) = mdim(x)Tr[pX(a)* ;p(x)k]-

Puisque la marche aléatoire engendre G, pour x # 1, 1 n’est pas valeur propre de p(x) et on a
donc :

avec:

di —
eale) = S T o) (1B ) =€)

avec : .
canla) = SO T (Bl (150 )

Lemme 49. Si x n’est pas critique, on a :
5)(11( a) = O(Rn dim(x)- )

avec Ry <1 le rayon spectral de p(x).
Si x est critique de valeur critique A = 1, alors :

: __X@A"
Sl = e =1y

Démonstration. On utilise le lemme 48 :
n-1 .
Zﬁ(x)" = (1) =" (1 =) = (1-p(x)™" + O(Ryndm1),

On en déduit bien l'estimation souhaitée dans le cas non-critique. Le cas critique est clair. []

On en déduit le théoréme suivant.
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Théoréme 50. Soit p une loi de probabilité sur un groupe fini G et S, une marche aléatoire de
loi p qui engendre G. On a alors pour tout a € G :

vu(a) = |16|+O(%)

Plus précisément, on a pour tout R €]0, 1[ strictement plus grand que tous les rayons spectraux
des p(x) avec x non-critique :

1 1 . e o~ el 1 X(a)p(x)" "
vn(a)_@+m);dlm(x)Tr(px(a) (1-p(x)) )—m Z WJFO(R)

Xx=1, critique

et on peut améliorer le O(R") en O(S8"n%~2) avec dg la borne supérieure des dim(x) et S la
borne supérieure des rayons spectraux des p(x) avec x non-critique.

Remarque 51. Si p(1) >0, la remarque 44 donne :
11 , .
vy(a)= —=+—= ) dim(x)Tr(p,(a)" (1 -p(x)) " )+ O(R").
Généralisons cette remarque.
Corollaire 52. Pour tout n divisible par l'ordre critique k (voir 45), on a :
1 1

e : * = -1\ _ L f(ﬂ) n
vu(a) = Cl + te] );qu()()Tr(pX(a) (1-p(x)) ) el Xﬂ’;{ique 500 +O(R").

Remarque 53. On peut donner une formule plus simple pour le nombre de passages en le
neutre :

1 1

_ : = -1 _L A" n
vn<1>—|G|+H|G|;dlm<x>Tr(<1 L)) anlAeu;{l}l_A+O(R)

etsix|n:

_ 1 1 . ~ -1 n
=gt ) dmO0Tr((1=PR)T)+ORY),

X non critique

II1.4 Nombre de sites visités

Soit X une marche aléatoire de loi p sur un groupe fini G. On s’intéresse, pour n > 0, au
nombre moyen de sites visités par la marche au bout de n pas. Pour cela, on pose :

ﬁ(sk * 1)]
k=1

et u(z) =) -0 U,z" la série génératrice associée. On note toujours p, la loi de S, c’est a dire
pn=p*" € L*(G) et on pose @,(z) = Y .>0Pn(a)z" de sorte que, par 38 pour z assez petit :

U, =P

Pla=) im0 Tr(py o) 702"

n>0

1 . * 51 -
- @;dlmmﬁ(px(m (1-2p(x)").
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Lemme 54. On a:

(0=
u(z) =
(1-2)p1(2)
Démonstration. On observe, pour tout n>0:
n
1=P[ Jse=1|+U,
k=1
n n—k
- le(sk -1)P ﬂ(si 1)+ U,
k=1 i=1

"
= Zpk(l)Un—k
k=0

en décomposant I’événement (J;_,(Sx = 1) selon la date k du dernier moment ot 1 est atteint
par la marche entre les temps 1 et n. Autrement dit :

1
1—

= gi(2)u(2)
et ¢1(0) =1 donc ¢, est inversible dans C[[z]], d’ot1 la formule annoncée. O

A présent, pour a € G, notons V,, la probabilité que a soit visité par la marche pendant les

n premiers pas :
n
U Sk =a ]
k=0

En particulier on a toujours V; , = 1. On note v,(z) = } .5 V2" la série génératrice associée.

an—IP

Lemme 55. On a:

1 @q(2)
1-z@(z

v,(z) =

~

Démonstration. En décomposant s’événement [ J;_,(Sx = a) selon la date k entre 0 et n ou la
valeur a a été prise par la marche au dernier moment, on obtient :

donc v,(z) = @,(2)u(z) = 1 o1(2)° N

On note a présent W, le nombre moyen de sites visités par la marche pendant les n pre-
miers pas : W, = [E(|{So, S1,...,S,}])- On pose w(z) = )_, o W, 2" la série génératrice associée.

Lemme 56. Soit A € M,,(C) une matrice. On a, pour z assez petit :

fu72)
2f(1/2)

avec f(z) =det(z—A) le polyndme caractéristique de A.

Tr((l —zA)_l) =
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Démonstration. On calcule, avec Ay,..., A, les valeurs propres de A :

_ 1 f'(1/z)
Tr((l—ZA) 1): Zl—Z/\i = zf(1/z)

f@=][e-2

i

avec:

le polyndéme caractéristique de A. O]

Proposition 57. On a:

-1

|Gl Zdim(;()Tr((l ~2zp(x)) ")
X

(1-2)?

w(z) =

D’apres le lemme précédent, w(z) est donc une fraction rationnelle et ainsi les W,, vérifient une
relation de récurrence linéaire qui permet de les calculer en pratique.

Démonstration. Remarquons d’abord que w(z) = ) ,.;v,(2). En effet, pour tout n > 0, W,, est

l'espérance de :
Zl(akgn Sy=a)
acG

donc Wy, =3 .c6 Van-
On calcule alors : |
w(z) = Zva(z) = m Z%(z)
aeG aeG

Or la somme des p,(a) pour a € G vaut 1, autrement dit } ,.c@,(z) = ﬁ, d’ou la formule

annoncée. 0

Remarque 58. La théorie précédente se simplifie grandement quand la marche aléatoire est
centrale, au sens ou la loi p est une fonction centrale sur G. En effet, on peut alors tout exprimer
en fonction de la transformée de Fourier p e L2(G). On laisse au lecteur le soin de retrouver les
formules précédentes dans le cas d’une marche centrale.
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